Mengen und Mengenoperationen

Mengen

- Definition, Beispiele

- Endliche u. Unendliche Mengen, Kardinalitat.

- Darstellung mittels definierenden Eigenschaften
- Gleichheit von Mengen

- Komplement von M in U

- Teilmenge und Obermenge

- Potenzmenge und Mengenfamilien



Potenzmenge und Mengenfamilien

Sei M eine Menge.

P(M) o {N | N C M} Potenzmenge von M

0 e P(M)
M e P(M)

Ist M endlich, so ist auch P(M) endlich.



Potenzmenge und Mengenfamilien

P™(M) = P(P(..P(M)...))

Vs

m mal

P@) = {0}

P(0) =P({0}) = {0.{0}}

P(0) =P(P(0)) =
=P{H0.{0}}) =
={0.{0}, {{0}},{0. {0} }}



Potenzmenge und Mengenfamilien

P™(M) = P(P(..P(M)...))

m mal

P({1.2}) =P(P({1.2}))
=P{0. {1}, {2}.{1.2}})
={0, {0} {{1}} {{2}}, {{1. 2}},

{0,413}, {0.{2}}, {0, {1,2}},
11H 25 H 1 h AL 25 142541, 23

{041}, {2}}, {0, {1}, {1, 2}}, {0, {2}, {1, 2} },
{11 {2} {1.2}}, {0.{1},{2}.{1,2}}



Potenzmenge und Mengenfamilien

Mengen von Mengen werden auch Mengenfamilien genannt.

Sei M eine Menge und P(M) ihre Potenzmenge.
Fiir A, B € P(M) heiBt die Mengenfamilie

(A, B) o {NeP(M) | ACNCB} (offenes) Intervall zwischen A u. B

<A, B>d:ef{NEP(M) | ACNCB} abgeschlossenes Intervall zw. A u. B

<A, B) E{NeP(M) | ACNCBY}, (A B>E {NeP(M) | ACNCB)

links bzw. rechts abgeschlossenes Intervall zwischen A und B



Mengenoperationen

Vereinigung

Durchschnitt

Differenz



Vereinigung

Seien My, M, Mengen.

Die Gesamtheit aller Elemente die zu M; oder zu M, gehoren

bildet eine Menge, die als Vereinigung von My und M, bezeichnet
wird.

Bezeichnung: M; U M,
M1UM2:{X|(XE Ml)\/(XE MQ)}



Durchschnitt

Seien My, M, Mengen.

Die Gesamtheit aller Elemente die sowohl| zu My als auch zu M,

gehoren bildet eine Menge, die als Durchschnitt von My und M,
bezeichnet wird.

Bezeichnung: M; N M,

MiN M, ={x]|(xe€ M)A(xe M)}
:{XEMl‘XEMQ}
:{XEMQ‘XEMl}



Differenz

Seien My, M, Mengen.

Die Gesamtheit aller Elemente die zur Menge M; gehoren, aber
nicht zur Menge M,, bildet eine Menge, die als Differenz von
M; und M5, bezeichnet wird.

Bezeichnung: M; — M,
My — My ={x|(x € M)A (x¢& M)}



Mengenoperationen: Eigenschaften

Satz. Fiir beliebige Mengen My, M, gilt:
(1) MM, C My C MU M,
(2) MM, C My, C MU M,

Satz. Fiir jede Menge M gilt: MNM = MU M = M.

Satz. Fiir beliebige Mengen My, M, gilt:

(1) MynMy=Myn My (3) My (Myn Ms) = (My 1 My) N Ms
(2) My U My, = M, U My (4) MlU(MQUM3):(M1UM2)UM3
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Mengenoperationen: Eigenschaften

Satz. Fiir beliebige Mengen My, M,, M3 gilt:
(1) M; € My gdw. My U My, = M,
(2) M, C My gdw. My N My = M,
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Mengenoperationen: Eigenschaften

Zusammenhang zwischen logischen Verkniipfungen
von Aussagenformen und Mengenoperationen

My = {x | E1(x)} My = {x | Ex2(x)}

Ml U M2 — {X | El(X) V E2(X)}
Ml M M2 — {X | El(X) A\ E2(X)}

My — M, = {X ‘ El(X) /\ (_'EZ(X))}
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Mengenoperationen: Eigenschaften

Satz. Fiir beliebige Mengen My, M,, M3 gilt:
(1) M; N (M2 U M3) — (Ml M MQ) U (Ml M M3)
(2) M; U (M2 M M3) — (Ml U MQ) M (Ml U M3)

entsprechend:

Distributivgesetzen fiir die logischen Konnektoren V, A:

(1) pA(gVvr)=(pAq)V(pAr)
(2) pV(gAr)=(pVag)A(pVr)
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Mengenoperationen: Eigenschaften

Satz. Fiir beliebige Mengen My, M, gilt:
(1) M N (Ml U M2) = M,
(2) My U (Ml M M2) = M,

entsprechend:

Absorption fiir die logischen Konnektoren V, A:

(1) pA(pPV Q) =p
(2) pV(PANg)=p
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Mengenoperationen: Eigenschaften

Satz. Fiir beliebige Mengen My, M, C U gilt:
(1) M N My, = My UW2
(2) My UM, = My ﬂmg

entsprechend:

deMorgan’schen Regeln fiir die logischen Konnektoren V, A:

(1) =(pAg)=-pV—q
(1) ~(pVq)=-pPA—g
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Vereinigung /Durchschnitt von Mengenfamilien

Aufgrund ihrer Assoziativitat und Kommutativitat konnen die
beiden Mengenoperationen Vereinigung und Durchschnitt auch
auf Mengenfamilien angewendet werden.

Annahme: betrachtet werden nur Familien, die Teillmenge einer
Potenzmenge sind.

Definition. Sei M Menge und F C P(F)

U]:CE {x | AN:(NeF A xeN)} Vereinigung aller Mengen aus F

N F = {x | VN:(NeF A xeN)} Durchschnitt aller Mengen aus F
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Produkt von Mengen

Definition.

Seien M und N zwei (nicht notwendig verschiedene) Mengen.
Dann ist die Gesamtheit aller geordneten Paare (m, n) mit

m € M und n € N eine Menge, die (kartesisches oder direktes)
Produkt von M und N genannt wird.

Bezeichnung: M x N

MxN={(mn)|meMAnec N}
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Produkt von Mengen

Begriff: geordnetes Paar

{m, n} kein geordnetes Paar

{{m},{n}} kein geordnetes Paar

{{m},{m, n}} geordnetes Paar:

{{m},{m,n}} ={r,{r,s}} genau dann, wenn m=rund n=s
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Produkt von Mengen

Geordnetes k-Tupel, kK € N*

(my) e (my, my) geordnetes Paar

(mi, o m) S (. mee1), me) k> 2

Definition. Seien My, ..., M, Mengen. Das Produkt von
My, ..., M, ist die Menge, die aus allen geordneten k-Tupeln
(my, ..., my) mit m; € M; fir alle i € {1, ..., k} besteht.
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Produkt von Mengen

M1><---><Mk:{(m1 ..... mk)\mleMl/\---/\mkGMk}

Notation:

Gilt My =M, = ... = M, = M, dann schreibt man anstelle von
My x --- x M, kurz M*.

Bemerkung: M =0 M! =M

Definition. Die Vereinigung der Produktmengen MO ML M" ..

wird mit M* bezeichnet.

M*=| {M'|ieN}
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Weitere Rechenregeln fiir Mengenoperationen

Kommutativitat

Assoziativitat

Distributivitat

ANB
AUB

AN(Bn CC)
AU (BUC)

AN(BuUC)
AU (BN C)

Ax (BUC(C)
Ax (BN C)

(A x B)N(C x D)

BNA
BUA

(ANB)N C
(AUB)UC

(ANB)U(ANC)
(AUB)N (AU C)

(Ax B)U(Ax C)
(Ax B)Nn(Ax C)

(AN C) x (BN D)
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Weitere Rechenregeln fiir Mengenoperationen

l[dempotenz

Doppelnegation

deMorgans Regeln

Absorption

B
C
vy)

AN (AU B)
AN C

AU (AN B)
AU C

> > >

) S NI N
O C
| W

A falsACC

A
C, fallsACC
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