2.10 Widersprunchsvollstindigkeit der Resolution

Zu Beweisen: N = 1= N Fgesl.
Aquivalent: Falls N Fres L, so N erfiillbar.

|dee:
o

Annahme: genug Inferenzen berechnet; L nicht bewiesen

Ordne die Klauseln in N bzgl. einer Ordnung - (total,
wohlfundiert)

Betrachte die Klauseln bzgl. > (zuerst die kleinen, dann die
grosseren).

Bilde (inkrementell) eine Reihe von Herbrandinterpretationen

Die Limit-Interpretation ist ein Herbrand Modell fiir N

0-0



Klauselordnungen

1. Wir geben die Ordnung > auf Grundatomen total und
wohlfundiert vor.

(Es gibt viele solcher Ordnungen, z.B. die langenbasierte

Ordnung auf Atomen, aufgefal3t als Worter liber einem geeignet
gewdhlten Alphabet.)

2. Erweiterung auf Literale Vz A, Vz € {—, <leer>}:
VzA-, VZ A &« A=A
oder A= A’ und Vz = = und VZ' leer

3. Erweiterung zu einer Ordnung >¢ auf Grundklauseln:

—c = (>1)mu, die MM-Erweiterung der Literalordnung > .

Notation: >~ auch fiir =; und .



Beispiel

Sei B = A, = B; = A1 = By = Ap. Dann:

Ao V By
<
By VvV A
<
- By V A
<
—By V Ay V By
<
-ByV —AV B;
<
-B>V B>



Eigenschaften der Klauselordnung

Proposition 2.20 1. Literal- und Klauselordnung sind totale und
wohlfundierte Ordnungen.

2. Sei A =max(C), B=max(D), C, D Klauseln, wobei max(C)
das maximale Atom in C bezeichne.

(i) Falls A >~ B dann C > D.

(ii) Falls A = B, A negativ in C und nur positiv in D, dann
C>-D.






Geschichteter Aufbau von Klauselmengen

Sei A = B. Dann ist der Aufbau einer Klauselmenge folgendermalien
geschichtet:

..VB alle D
B mit max(D) = B
...VBVB
-BV...
<
..VA alle C
mit max(C) = A
A ...VAVA
-AV...

67



AbschluB3 einer Klauselmenge unter Res

Res(N) = {C | C ist Konklusion einer Inferenz mit Pramissen aus N}
Res’(N) = N
Res"™ (N) = Res(Res"(N))U Res"(N), fiir n>0
Res*(N) = U Res"(N)
n>0

N heiBt saturiert (unter Resolution), falls N = Res(N) U N.



AbschluB3 einer Klauselmenge unter Res

Proposition 2.21 (i) Res*(N) ist saturiert.

(ii) Res ist widerspruchsvollstindig, gdw. fiir jede Menge N von
Grundklauseln:

N=1 & 1€ Res*(N)



Konstruktion von Interpretationen

Gegeben: Menge N von Grundklauseln, Atomordnung .
Gesucht: Herbrand-Interpretation /, so daf3

o ‘viele” Klauseln aus N in [ wahr sind;

e | =N, falls N saturiert und L ¢ N.



Konstruktion von Interpretationen

So wird’s gehen (By > Az = By > A1 > By > Ag), max. Atome rot:

Klauseln C Ic Ac Bemerkung
- A ) ) wahr in /¢
< Ag V By 0 {By} | Bp maximal
< By V A1 {By} 0 wahr in ¢
= —By V A {Bo} {A1} | A1 maximal
< | =By VAV By V A {By, A1} {A2} | Az maximal
< =By VvV -AyV By | {Bpy, A1, A} ] B1 nicht maximal;
minimales Gegenbeispiel

< =By V By | {Bop, A1, A2} | {B2}

| = {Bp, A1, A2, B>} kein Modell der Klauselmenge (3 Gegenbeispiel).



Resolution reduziert Gegenbeispiele

—BogVAV B VAy —ByV-AyV B
=By V—-ByV B1V BV Ag

Neukonstruktion von | mit erweiterter Klauselmenge:

Klauseln C Ic Ac
—Ap 1] 0
Ay V By ] 1Bo}
By vV A1 {Bo } 0
—Bp vV A {Bo} {A1}
—By V =By VvV By vV By V Ap {Bpy. A1} 0 B1 kommt mehrfach vor
minimales Gegenbeispiel
—Bg vV Ay V By V Ag 1Bo. A} {A2}
—-By V —Ay V By {Bp. A1, A>} 1) Gegenbeispiel
—By V B {Bo. A1, A2} {B2}

Dasselbe /, aber kleineres Gegenbeispiel als vorher.



Faktorisierung reduziert Gegenbeispiele

—BygV-ByV B1V By V Aq
=By V By V By V Ap

Neukonstruktion von | mit erweiterter Klauselmenge:

Klauseln C Ic Ac
—Ag 0 0
Ag V By ) {By}
By vV A1 {Bo } 0
—Bp vV A {Bo} {A1}
—Bg vV =Bg V By V Ag {Bp. A1} {B1}
By vV =By VvV By V By V Aq {Bgy.A1.B1} 0
- By V Ay V By {By. A1.B1 } 1) wahr in I/~
- By V —Ay V By {By. A1.B1} 0 wahr in I/~
—B1 VvV B {Bo. A1, B} {B2}

Neues | = {By, A1, By, B>} ist Modell der Klauselmenge.



Konstruktion von Modellkandidaten: formal

Seien N, - gegeben. Wir definieren Mengen I und A fiir alle
Grundklauseln C iiber der gegebenen Signatur induktiv iiber >:

Ic =) 2o

C>D

{A}, fallsCe N, C=C'"VA A=-C, IcEC

Ac =
0, sonst

Insgesamt sei damit der Modellkandidat fiir N:

Iy =] Ac
C

Wir schreiben Iy oder einfach [ fiir I,\T, falls N, > irrelevant oder bekannt.

Wir sagen, C produziert A, falls A¢c = {A}.
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Geschichteter Aufbau von Klauselmengen

Sei A = B. Dann ist der Aufbau einer Klauselmenge folgendermalBen
geschichtet:

..VB alle D
B mit max(D) = B
...VBVB
-BV...
<
..VA alle C
mit max(C) = A
A ...VAVA
—AV...

67



Monotone Konstruktion: Produktion von neuen Atomen andert
den Wahrheitswert von kleineren Klauseln nicht.
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Eigenschaften der Konstruktion

Proposition 2.22 1. C=-AV C’ = kein D = C produziert A.

2. C produktiv = Ic U Ac¢ |: C.

3. SeiD' = D > C.
bUAp =EC = Ipp UAp =EC = Iy =C.
Falls C € N oder max(D) > max(C):
bUAp EC < IprUAp =C <= Iy = C.

4. Sei D" - D » C.
bEC =IpE=EC =IyE=C.
Falls C € N oder max(D) > max(C):
bEC <Ip=C < IyEC.

5. C=C'V A produziert A = Iy £ C’.
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Widerspruchsvollstandigkeit von Res

Satz 2.23 Sei > eine Klauselordnung, N saturiert unter Res
und L & N. Dann gilt I; = N.

Proof:

Annahme: L & N aber I £ N.

Sei C € N minimal (bzgl. ), so daB /I F~ C.
Weil C falsch in Iy ist C nicht produktiv.

Wegen C # L gibt es ein maximales Atom A in C.
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Widerspruchsvollstandigkeit von Res

1. Fall: C = -AV C’ (d.h. maximales Atom negativ)

= Iy EAund Iy = C’
= ein D =D’V A€ N produziert A

D"V A —Av (!
D’ v C’
liefert D’V C" € N mit C = D’V C' und Iy = D" v (7
= Widerspruch zur Minimalitat von C.

2. Fall: C = C'’VAVA = CYAVA Jiefert kleineres

Gegenbeispiel C' VvV A € N. Widerspruch.
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Widerspruchsvollstandigkeit von Res

Korollar 2.24 Sei N saturiert unter Res. Dann gilt N =1 & 1 € N.
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