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Teil 1: Aussagenlogik

e Eine Logik der Wahrheitswerten
e Entscheidbar (NP-vollstandig)

e Wichtig fiir Hardware Anwendungen (Boolesche Schaltkreise)
und Model Checking



1.1 Syntax

e Aussagenvariablen

e Logische Verkniipfungen
= Boolesche Kombinationen



Aussagenvariablen

Sei [1 eine Menge von Aussagenvariablen.

Wir verwenden die Buchstaben P, @, R, S, um Aussagenvaria-
blen zu bezeichnen



Aussagenformeln

Fn ~ Menge der Formeln iiber I1:

F,.G,H = 1 (Falsum)
T (Verum)
P, Pell (atomische Formel)
—-F (Negation)
(FAG) (Konjunktion)
(FVG) (Disjunktion)
(F = G) (Implikation)

(F =G) (Aquivalenz)



Konventionen zur Notation

e Klammereinsparungen werden nach folgenden Regeln

vorgenommen.

(Prazedenzen),

— V und A sind assoziativ und kommutativ,

— — st rechtsassoziativ.



Terminologie

Eine Formel F, die als Teil einer Formel G auftritt,

heiBt Teilformel von G.

F ist eine Teilformel von F

\

F = -G und
H Teilformel von G

> — H

/

F=FpF
(wo p e {V,A, =, &}

Teilformel von F

> —  H Teilformel von F

H Teilformel von F; oder Fp |
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1.2. Semantik

Klassische Logik:

zwei Wahrheitswerte “wahr” (1) und “falsch” (0) .

(Es existieren auch mehrwertige Logiken: mehr als zwei
Wahrheitswerte)
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Boole’sche Funktionen

Boole'sche Funktion f:{0,1}" — {0,1}

B-:{0,1} — {0,1} B_(0)=1, B.(1)=0

By : {0,1}° — {0,1} By(x,y)=0 gdw x=0undy =0
Br:{0,1}* — {0,1} Ba(x,y) =1 gdw x=1undy=1
B- :{0,1}* — {0,1} B.(x,y)=0 gdw x=1undy=0

B : {0,1}* — {0,1} Bo(x,y)=1 gdw x=y
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Wertbelegungen

Aussagenvariablen fiir sich haben keine Bedeutung.

Hierfiir miissen Wertebelegungen (Valuationen) explizit oder
implizit aus dem Kontext zur Verfiigung stehen.

Eine Valuation ist eine Abbildung
A: M —{0,1}

wo {0, 1} die Menge der Wahrheitswerte ist.
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Wahrheitswert einer Formel in A

Sei A: Il — {0,1} eine N-Valuation. A* : Fp — {0,1}
wird induktiv Giber Aufbau von F wie folgt definiert:

A*(L) =0
A*(T) =1
A*(P) = A(P)

A*(~F) = 1 — A*(F)
A*(FpG) = B,(A™(F), A*(G))

wo B, die Boolesche Funktion assoziiert mit p

Wir schreiben normalerweise A statt A*.
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1.3 Modelle, Giiltigkeit, Erfiillbarkeit
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Giultigkeit und Erfullbarkeit

F gilt in A (A ist Modell von F):
AEF & A(F) =1

F ist (allgemein-) giiltig (oder eine Tautologie):

=F o A

F heiBt erfiillbar gdw. es A : 1 — {0, 1} gibt, so daB A = F.

= F, firalle A: 11— {0,1}

Sonst heiBt F unerfiillbar (oder eine Kontradiktion).
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Folgerung und Aquivalenz

F impliziert G (oder G folgt aus F), i.Z. F = G
< fiuralleA: N —{0,1} giltt AEF— AEG.

F und G sind aquivalent

< fiiralle A: M — {0,1} gilt: A= F gdw. A = G.
Proposition 1.1 F = G gdw. (F = G) ist giiltig
Proposition 1.2 F und G aquivalent gdw. (F = G) ist giiltig.

Erweiterung auf Formelmengen N in natiirlicher Weise, z.B.:
N=G & firalle A: 11— {0,1} gilt:

falls A = F, fiir alle F € N,

so A=G.
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Giiltigkeit vs. (Un-)Erfiillbarkeit

Nachweis von Giiltigkeit (und damit Folgerung oder Aquivalenz)
durch (Un-)Erfiillbarkeitstest:

Proposition 1.3

F giiltig <  —F unerfiillbar

Frage: N = G kann dhnlicherweise durch Unerfiillbarkeit
nachgewiesen werden. Wie?
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Giiltigkeit vs. (Un-)Erfiillbarkeit

Nachweis von Giiltigkeit (und damit Folgerung oder Aquivalenz)
durch (Un-)Erfiillbarkeitstest:

Proposition 1.4

N=G <<  NU{-G} unerfiillbar
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